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Konkretisierte Unterrichtsvorhaben

Qualifikationsphase
Grundkurs Q1

Unterrichtsvorhaben GK-1: Optimierungsprobleme (GK-A1)
(Zeitbedarf: ca. 6 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Funktionen: ganzrationale Funktionen
e FortfUhrung der Differentialrechnung: Extremwertprobleme

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(1) fuhren Extremwertprobleme durch Kombination mit Nebenbedingungen auf Funktionen einer
Variablen zurtick und I6sen diese,

(2) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, der Potenzfunktionen vx und 2
sowie der Transformationen dieser Funktionen zur Beantwortung von Fragestellungen,

(4) erlautern den Begriff der Umkehrfunktion am Beispiel der Wurzelfunktion unter
Beriicksichtigung des Graphen sowie des Definitions- und des Wertebereichs,

(5) bilden ohne Hilfsmittel die Ableitungen von ganzrationalen Funktionen sowie der
Potenzfunktionen vx und 1.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schiiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(3) flihren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses
durch,

Ope-(6) flihren verschiedene Lésungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten
diese,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
— Ldsen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhéngig von Parametern,
— Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,
— Ermitteln eines Funktionsterms der Ableitung einer Funktion auch abhangig von

Parametern,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine
konkrete Fragestellung,

Mod (2) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des
mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Lésungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl.
der Angemessenheit,

Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,

Pro-(3) wabhlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative
Figur, Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein,

Pro-(8) beriicksichtigen einschrankende Bedingungen,

Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung eines
Problems und fiihren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(10) Uberprifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund
der Fragestellung,

Pro-(14) variieren und verallgemeinern Fragestellungen vor dem Hintergrund einer Lésung,

Arg-(5) begriinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie
sachlogische Argumente,
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Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verkniipfung von einzelnen
Argumenten,

Arg-(7) nutzen verschiedene Argumentationsstrategien (Gegenbeispiel, direktes Schlussfolgern,
Widerspruch),

Arg-(8) verwenden in ihren Begriindungen vermehrt logische Strukturen (notwendige und
hinreichende Bedingung, Folgerung, Aquivalenz, Und- sowie Oder- Verknlipfungen,
Negation, All- und Existenzaussagen),

Arg-(10) beurteilen, ob vorliegende Argumentationsketten vollstéandig und fehlerfrei sind,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen
mathematikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen
Fachtexten und Unterrichtsbeitragen,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene
Ldsungswege,

Kom-(9) dokumentieren und prasentieren Arbeitsschritte, Losungswege und Argumentationen
vollstandig und koharent.

Umsetzung:

Gestartet wird mit Optimierungsproblemen mit ganzrationalen Funktionen. Als Einstiegsproblem hat
sich z.B. die Optimierung einer offenen Schachtel, die aus einem DIN-A4-Papier gefaltet wird,
bewahrt. Das Aufstellen der Funktionsgleichungen bei Optimierungsproblemen fordert
Problemldsestrategien. Die Lernenden sollten deshalb hinreichend Zeit bekommen, mit Methoden
des kooperativen Lernens selbststéndig zu Zielfunktionen zu kommen und dabei unterschiedliche
Lésungswege entwickeln. In diesem Rahmen werden grundlegende Inhalte der Einfiihrungsphase
integrierend wiederholt. An mindestens einem Problem im Sachzusammenhang entdecken die
Schilerinnen und Schiler die Notwendigkeit, Randextrema zu betrachten. Mindestens ein
Verpackungsproblem (optimale Verpackung) wird unter dem Aspekt der
Modellvalidierung/Modellkritik und Modellvariation untersucht. In diesen Kontexten entstehen auch
Zielfunktionen, die nicht rein ganzrational sind. In diesem Zusammenhang entwickeln die
Schiilerinnen und Schiiler die Ableitungen der Potenzfunktionen /x und 2. Komplexere Funktionen
kénnen mithilfe eines MMS untersucht werden.

Anschlief3end wird als Exkurs exemplarisch die Wurzelfunktion unter Berlicksichtigung des
Graphen sowie des Definitions- und des Wertebereichs als Umkehrfunktion betrachtet.

Unterrichtsvorhaben GK-2: Modellieren von Sachsituationen mit ganzrationalen

Funktionen (inklusive LGS) (GK-A2)
(Zeitbedarf: ca. 10 Ustd.)

Inhaltsfelder: Funktionen und Analysis (A)
Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Funktionen: ganzrationale Funktionen

e Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich,
Nullstellen, Symmetrie, Verhalten fir x — +oo

e FortfUhrung der Differentialrechnung: Rekonstruktion von Funktionstermen
(»Steckbriefaufgaben®)

e Lineare Gleichungssysteme (Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra)

Kompetenzerwartungen:

Funktionen und Analysis (A): Die Schilerinnen und Schiler

(2) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen sowie der Transformationen dieser
Funktionen zur Beantwortung von Fragestellungen,

(3) bestimmen Parameter einer Funktion mithilfe von Bedingungen, die sich aus dem Kontext
ergeben,
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(7) untersuchen Funktionen auch in Abhangigkeit von Parametern mithilfe von vorgegebenen und
mit dem MMS ermittelten Ableitungen im Kontext der Fragestellung.

Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G): Die Schilerinnen und Schuler

(7) erlautern ein algorithmisches Lésungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme,

(8) wenden ein algorithmisches Losungsverfahren ohne digitale Mathematikwerkzeuge auf
Gleichungssysteme mit maximal drei Unbekannten an, die mit geringem Rechenaufwand
[6sbar sind.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der
Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(6) flihren verschiedene Lésungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten
diese,

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese
situationsgerecht aus,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von
Problemstellungen,

Ope-(10) recherchieren Informationen und Daten aus Medienangeboten (Printmedien, Internet und
Formelsammlungen) und reflektieren diese kritisch,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

— Ldsen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhéngig von Parametern,
— zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,
— Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen iber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und
digitaler Mathematikwerkzeuge und wahlen diese begrindet aus,

Ope-(14) reflektieren die Mdglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine
konkrete Fragestellung,

Mod (2) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,

Mod-(3) lbersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des
mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhangigkeit der Losungen von den getroffenen Annahmen,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl.
der Angemessenheit,

Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(6) wabhlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge
zur Problemlésung aus,

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein,

Pro-(11) analysieren und reflektieren Ursachen von Fehlern,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Losungswege und optimieren diese mit Blick auf
Schlissigkeit und Effizienz,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen
mathematikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen
Fachtexten und Unterrichtsbeitragen,

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Losungswege und Verfahren,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene
Ldsungswege,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(13)vergleichen und beurteilen ausgearbeitete Lésungen unter mathematischen
Gesichtspunkten hinsichtlich ihrer Verstandlichkeit und fachsprachlichen Qualitat,

Kom-(14)vergleichen und beurteilen mathematikhaltige Informationen und Darstellungen in
Alltagsmedien unter mathematischen Gesichtspunkten.

Umsetzung:
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Im Zusammenhang mit unterschiedlichen Kontexten mit und ohne Anwendungsbezug werden aus
gegebenen Eigenschaften (Punkte auf dem Graphen, Symmetrien, Bedingungen an die 1. und 2.
Ableitung) lineare Gleichungssysteme fiir die Parameter ganzrationaler Funktionen entwickelt. Die
Schilerinnen und Schiler erhalten Gelegenheit, Gber Grundannahmen der Modellierung (Grad der
Funktion, Symmetrie, Lage im Koordinatensystem, Ausschnitt) selbst zu entscheiden, die
Angemessenheit der Modellierung zu reflektieren und ggf. Veranderungen vorzunehmen. Aufgaben
im Anwendungskontext, die Anschlussbedingungen (z.B. knickfrei, ruckfrei) berlicksichtigen, lassen
sich zum Beispiel bei der Trassierung von Bahngleisen/StralRen finden. Durch die Wahl geeigneter
Modellierungen, z.B. Anstieg des Meeresspiegels, kdnnen auch Themen aus dem Kontext Bildung
fiir nachhaltige Entwicklung in diesem Unterrichtsvorhaben integriert werden.

Damit nicht bereits zu Beginn algebraische Schwierigkeiten den zentralen Aspekt der Modellierung
Uberlagern, wird empfohlen, ein MMS zunéchst als Blackbox zum L&sen von linearen
Gleichungssystemen und zur graphischen Darstellung der erhaltenen Funktionen zum Zweck der
Validierung zu verwenden und erst im Anschluss die Blackbox ,Gleichungsléser® zu 6ffnen,
algorithmische Losungsverfahren (z.B. den Gauf3-Algorithmus) zu thematisieren und fir einige gut
Uberschaubare Systeme mit drei Unbekannten auch ohne digitale Hilfsmittel durchzuftihren.

Anknipfend an die Einfilhrungsphase werden in innermathematischen Situationen und in
unterschiedlichen Kontexten (z.B. Fotos von Briicken, Gebauden, Flugbahnen) ganzrationale
Funktionen mit Parametern aufgestellt und mithilfe eines MMS untersucht. Hierbei kénnen die
Inhalte der Analysis aus der EF aufgegriffen und vertieft werden. Ein MMS wird zum Variieren von
Parametern aber auch zum L&sen von Gleichungen mit Parametern verstarkt genutzt.

Vertiefung:

- Auch die Transformation der Sinus- und Kosinusfunktion kann wiederholend zur

Modellierung eingesetzt werden.
Vernetzung:

- In diesem Unterrichtsvorhaben werden algorithmische Lésungsverfahrens fiir lineare
Gleichungssysteme schwerpunktmafig behandelt. Lineare Gleichungssysteme
werden bei den Unterrichtsvorhaben der analytischen Geometrie ebenfalls benétigt,
dort sollten aber algorithmische Losungsverfahren keinen Schwerpunkt mehr bilden.
Verschiedene Arten von Losungsmengen eines linearen Gleichungssystems mit zwei
Unbekannten wurden bereits in der EF bei den Lagebeziehungen von Geraden
aufgegriffen.

Materialhinweis:

- Material ,Meeresspiegelanstieg | — Modellierung mit ganzrationalen Funktionen® im
Lehrplannavigator
(https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-
oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html)

Unterrichtsvorhaben GK-3: Von der Anderungsrate zum Bestand (GK-A3)
(Zeitbedarf: ca. 6 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Integralrechnung: Produktsumme, orientierte Flache, Bestandsfunktion

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(11) interpretieren Produktsummen im Sachkontext als Rekonstruktion des Gesamtbestandes oder
Gesamteffektes einer Grofie,

(12) deuten die Inhalte von orientierten Flachen im Kontext der Fragestellung,

(13) skizzieren zum Graphen einer gegebenen Randfunktion den Graphen der zugehdérigen
Flacheninhaltsfunktion,

(14) erlautern und vollziehen an geeigneten Beispielen den Ubergang von der Produktsumme zum
Integral auf der Grundlage eines propadeutischen Grenzwertbegriffs.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schillerinnen und Schiiler



https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html
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Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der
Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese
situationsgerecht aus,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des
mathematischen Modells,

Pro-(3) wabhlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative
Figur, Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und
Uberschlagen, systematisches Probieren oder AusschlieBen, Darstellungswechsel,
Zerlegen und Erganzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zuriickfihren auf
Bekanntes, Zerlegen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und
Ruckwartsarbeiten, Spezialisieren und Verallgemeinern),

Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung eines
Problems und fUhren Lésungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(13) benennen zugrundeliegende heuristische Strategien und Prinzipien und Ubertragen diese
begriindet auf andere Problemstellungen,

Arg-(1) stellen Fragen, die fiir die Mathematik charakteristisch sind, und stellen begriindete
Vermutungen Uber die Existenz und Art von Zusammenhangen auf,

Arg-(2) unterstiitzen Vermutungen durch geeignete Beispiele,

Kom-(3) erldutern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen
Zusammenhangen,

Kom-(4) erfassen und erlautern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut
sind,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische
Darstellungsformen (graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-
sprachlich) aus,

Kom-(10)konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte,

Kom-(12)nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen
begriindet und konstruktiv Stellung,

Kom-(13)vergleichen und beurteilen ausgearbeitete Lésungen unter mathematischen
Gesichtspunkten hinsichtlich ihrer Verstandlichkeit und fachsprachlichen Qualitat,

Kom-(15)flhren Diskussionsbeitrédge zu einem Fazit zusammen.

Umsetzung:

Das Thema ist komplementar zur Einfiihrung der Anderungsraten im Unterrichtsvorhaben E-A3.
Deshalb werden hier Kontexte, die schon dort genutzt wurden, wieder aufgegriffen
(Geschwindigkeit — Weg, Zuflussrate von Wasser — Wassermenge).

Der Einstieg kann Uber ein Stationenlernen oder eine arbeitsteilige Gruppenarbeit erfolgen, in der
sich die Schilerinnen und Schiiler selbststandig eine Breite an Kontexten, in denen von einer
Anderungsrate auf den Bestand geschlossen wird, erarbeiten. Die Schiilerinnen und Schiiler
entwickeln und vergleichen eigenstandig unterschiedliche Strategien (z.B. Trapezsumme, Ober-
oder Untersumme) zur moglichst genauen naherungsweisen Berechnung des Bestands. Die
entstehenden Produktsummen werden als Bilanz Uber orientierte Flacheninhalte interpretiert.

Qualitativ kdnnen die Schiilerinnen und Schiiler so den Graphen einer Flacheninhaltsfunktion als
,Bilanzgraphen® zu einem vorgegebenen Randfunktionsgraphen skizzieren. Damit bereitet dieses
Unterrichtsvorhaben den Begriff der Integralfunktion anschaulich vor. Die Ergebnisse des
Stationenlernens bzw. der Gruppenarbeit werden als Lernprodukte dokumentiert und im Kurs
prasentiert. Schillervortrage uber bestimmte Kontexte sind hier wiinschenswert.

Die erarbeiteten Produktsummen aus der vorhergehenden Arbeitsphase werden nun im Unterricht
weiter verfeinert und damit immer genauere Flachenabschatzungen vorgenommen. Auch die
Orientierung der Flachen kann dabei erneut thematisiert werden. Bei der Berechnung von
Produktsummen, die mit Summenzeichen notiert sind, kann ein MMS gewinnbringend eingesetzt
werden. Die Frage, wie die Genauigkeit der Naherung erhéht werden kann, gibt Anlass zu
anschaulichen Grenzwertiiberlegungen, die zur Definition des Integrals fiihren.

Hinweis:
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- Bei der Behandlung der Produktsummen soll auch die Notation mithilfe des
Summenzeichens eingefiihrt und getibt werden.

Materialhinweis:
- Impulse fir das Stationenlernen kénnen den Sinus-Materialien (2008) in der

Materialdatenbank entnommen werden:
https://www.schulentwicklung.nrw.de/sinus/front_content.php?idart=448&idcat=378&lI
ang=9&client=12&matld=2033

Unterrichtsvorhaben GK-4: Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

und seine Anwendungen (GK-A4)
(Zeitbedarf: ca. 8 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Integralrechnung: Produktsumme, orientierte Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion,
Stammfunktion, bestimmtes Integral, Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(12) deuten die Inhalte von orientierten Flachen im Kontext der Fragestellung,

(15) erlautern geometrisch-anschaulich den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und
wenden ihn an,

(16) bestimmen ohne Hilfsmittel Stammfunktionen ganzrationaler Funktionen,

(17) nutzen die Intervalladditivitdt und Linearitat von Integralen,

(18) ermitteln den Gesamtbestand oder Gesamteffekt einer GréRe aus der Anderungsrate oder
der Randfunktion,

(19) ermitteln Flacheninhalte mithilfe von bestimmten Integralen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,

Ope-(3) flihren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses
durch,

Ope-(5) flihren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
— Ermitteln bestimmter und unbestimmter Integrale auch abhangig von Parametern,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des
mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Lésungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Pro-(1) stellen Fragen zu zunehmend komplexen Problemsituationen,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,

Pro-(3) wabhlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative
Figur, Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge
zur Problemldsung aus,

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein,

Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung eines
Problems und fUhren Lésungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Losungswege und optimieren diese mit Blick auf
Schlissigkeit und Effizienz,

Arg-(4) erldutern Zusammenhange zwischen Fachbegriffen,

Arg-(5) begriinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie
sachlogische Argumente,

Arg-(9) erklaren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

Arg-(13) Uberprufen, inwiefern Ergebnisse, Begriffe und Regeln verallgemeinert werden kénnen,

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Losungswege und Verfahren,



https://www.schulentwicklung.nrw.de/sinus/front_content.php?idart=448&idcat=378&lang=9&client=12&matId=2033
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Kom-(3) erldautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen
Zusammenhangen,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(11)greifen Beitrage auf und entwickeln sie weiter.

Umsetzung:

Ausgehend von der Rekonstruktion eines Bestandes beziehungsweise der Flacheninhaltsfunktion
und der Definition des Integrals wird der Begriff der Integralfunktion I fiir einen Anfangswert a
erschlossen. Die Vermutung, dass die Integralfunktion eine Stammfunktion ist, wird durch
geometrisch-anschauliche Uberlegungen begriindet und damit der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung aufgestellt. Die Bedeutung des Hauptsatzes und seine Anwendung werden in
verschiedenen Kontexten vertieft.

Die Regeln zum Ermitteln von Funktionstermen von Stammfunktionen werden flir ganzrationale
Funktionen von den Schilerinnen und Schiilern durch Rickwartsanwenden der bekannten
Ableitungsregeln selbstandig erarbeitet.

Die gewonnenen Erkenntnisse werden auf weitere innermathematische bzw.
anwendungsorientierte Situationen Ubertragen, die auch Flachen zwischen Funktionsgraphen
umfassen. Bei geeigneten Problemstellungen werden die Intervalladditivitat und Linearitat des
Integrals thematisiert. Geeignete Problemstellungen werden in diesem Unterrichtsvorhaben auch
ohne Hilfsmittel bearbeitet.

Unterrichtsvorhaben GK-5: Die Welt vermessen — das Skalarprodukt und seine

ersten Anwendungen (GK-G1)
(Zeitbedarf: ca. 7 Ustd.)

Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Vektoroperation: Skalarprodukt

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(1) deuten das Skalarprodukt geometrisch (Orthogonalitat, Betrag, Winkel zwischen Vektoren)
und berechnen es,

(9) untersuchen geometrische Objekte oder Situationen in innermathematischen und
anwendungsbezogenen Problemstellungen und deuten die Ergebnisse.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schiiler

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der
Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von
Problemstellungen,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(6) wabhlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge
zur Problemldsung aus,

Pro-(11) analysieren und reflektieren Ursachen von Fehlern,

Arg-(1) stellen Fragen, die fiir die Mathematik charakteristisch sind, und stellen begriindete
Vermutungen Uber die Existenz und Art von Zusammenhangen auf,

Arg-(9) erklaren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

Arg-(13) Uberprufen, inwiefern Ergebnisse, Begriffe und Regeln verallgemeinert werden kénnen,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen
mathematikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen
Fachtexten und Unterrichtsbeitragen,

Kom-(12)nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen
begriindet und konstruktiv Stellung.
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Umsetzung:

Das Skalarprodukt a - b wird zunachst als Indikator fiir Orthogonalitat aus einer Anwendung des
Satzes von Pythagoras entwickelt. Zur Entlastung empfiehlt sich fiir die Herleitung eine
Beschrankung auf zwei Dimensionen. Wesentlich fir den Aufbau einer tragenden Grundvorstellung
ist jedoch die Zerlegung eines Vektors d in zu b parallele und orthogonale Komponenten. Dadurch
wird der geometrische Aspekt der Projektion betont. Dieses wird am Beispiel der Kraftezerlegung
(z.B. Zerlegung in vertikale und horizontale Komponenten beim Schlittenziehen) veranschaulicht.
Eine Exploration der Winkelabhangigkeit des Skalarproduktes mit einem MMS fihrt zur
Wiederentdeckung der Rolle des Kosinus bei der Projektion. Der Kosinus wird genutzt, um den
Winkel zwischen zwei Vektoren zu berechnen. Ankniipfend an das Unterrichtsvorhaben E-G1
werden Eigenschaften von Dreiecken und Vierecken auch mithilfe des Skalarprodukts untersucht.

Die formale Frage nach der Bedeutung eines Produkts von zwei Vektoren sowie den dabei gliltigen
Rechengesetzen wird im Zusammenhang mit der Analyse von typischen Fehlern (z.B. Division durch
einen Vektor) und vor dem Hintergrund der Verallgemeinerung bekannter Rechenregeln fiir Zahlen
gestellt.

Unterrichtsvorhaben GK-6: Ebenen in Koordinaten- und Parameterform (GK-G2)
(Zeitbedarf: ca. 9 Ustd.)

Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Ebenen: Parameterform, Koordinatenform, Normalenvektor
e Schnittpunkte: Geraden und Ebenen
e Lineare Gleichungssysteme

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(1) deuten das Skalarprodukt geometrisch (Orthogonalitat, Betrag, Winkel zwischen Vektoren)
und berechnen es,

(2) stellen Ebenen in Parameterform und in Koordinatenform dar,

(3) verwenden Koordinatenformen von Ebenen zur Orientierung im Raum (Punktprobe,
Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, Normalenvektor),

(4) berechnen Schnittpunkte von Geraden mit Ebenen,

(8) wenden ein algorithmisches Losungsverfahren ohne digitale Mathematikwerkzeuge auf
Gleichungssysteme mit maximal drei Unbekannten an, die mit geringem Rechenaufwand
[6sbar sind.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(3) flihren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses
durch,

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematik-System (MMS) zum...
— Ldsen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhéngig von Parametern,
— Darstellen von geometrischen Situationen im Raum,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und
Uberschlagen, systematisches Probieren oder AusschlieBen, Darstellungswechsel,
Zerlegen und Erganzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zuriickfihren auf
Bekanntes, Zerlegen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und
Ruckwartsarbeiten, Spezialisieren und Verallgemeinern),

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Losungswege und optimieren diese mit Blick auf
Schlissigkeit und Effizienz,

Arg-(3) prazisieren Vermutungen mithilfe von Fachbegriffen und unter Berticksichtigung der
logischen Struktur,

Arg-(4) erldutern Zusammenhange zwischen Fachbegriffen,




'@ | STADTISCHES GYMNASIUM
Stand: Mai 2025 ) LUNEN-ALTLUNEN

Arg (5) begriinden Lésungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie
sachlogische Argumente,

Arg-(7) nutzen verschiedene Argumentationsstrategien (Gegenbeispiel, direktes Schlussfolgern,
Widerspruch),

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen
mathematikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen
Fachtexten und Unterrichtsbeitragen,

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Losungswege und Verfahren,

Kom-(3) erldutern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen
Zusammenhangen,

Kom-(4) erfassen und erlautern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut
sind,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen.

Umsetzung:

Die Koordinatenform n, - x; + n, - x, + n; - x3 = d wird ankniipfend an Geradengleichungen
a-x+b-y=d inder Ebene durch Erweitern um eine Variable eingefiihrt. Zur Erkundung soll eine
Visualisierung mit einem MMS dienen, bei der die Achsenabschnitte a; = d/n; (fir n; # 0) ins Spiel

kommen, die in der Achsenabschnittsform % + Z—z + 2—3 = 1 auftreten. Diese Form bietet den Vorteil,
1 2 3

eindeutig zu sein, und erlaubt es, die Lage der Ebene im Koordinatensystem zeichnerisch
darzustellen.

Die Schnittpunktberechnung (Durchstof3punkt) zwischen Geraden und Ebenen ist mit der
Koordinatenform besonders einfach, wenn ein allgemeiner Punkt der Gerade (parametrisierte
Punktmenge) in die Koordinatenform eingesetzt wird. Die Achsenabschnittsberechnung ordnet sich
dabei als Spezialfall ein. Auch Spurgeraden in den Hauptebenen werden mit dem
Einsetzungsprinzip ermittelt.

Die Notation mithilfe des in GK-G1 eingeflihrten Skalarproduktes 1 - ¥ = d fUhrt zur Deutung von 7
als Normalenvektor, der senkrecht auf der Ebene steht. Der Einfluss von d, mit dem sich die Ebene
parallel verschieben lasst, wird erkundet. Um eine Gleichung einer Ebene aus drei Punkten
aufzustellen, soll dies dem Prinzip einer Steckbriefaufgabe folgend (vgl. GK-A2) mit einem 3x3-
Gleichungssystem durch Einsetzen der drei Punkte in die Gleichungn, - x; + n, " x, + ng-x3 =d
erfolgen, wobei d als Parameter im MMS mitlauft oder d = 1 (in Sonderfallen d = 0) gesetzt werden
kann.

Als Kontext fir die anschlieBend zu thematisierende Parameterform einer Ebene dient z.B. eine
Dachkonstruktion mit Sparren und Querlatten. Damit wird die Idee der Koordinatisierung aus dem
Thema E-G1 wieder aufgegriffen und auf beliebige Ebenen im Raum ubertragen. Der Ubergang zur
Koordinatenform erfolgt als Alternative zum ,Steckbriefverfahren” auch durch die Bestimmung eines
Normalenvektors mithilfe eines unterbestimmten 2x3-Gleichungssystems. Ein explizites Arbeiten
mit der Normalenform soll aber nur im Rahmen einer Differenzierung erfolgen.

Der umgekehrte Ubergang von der Koordinatenform zur Parameterform kann tber drei Punkte (z.B.
die Achsenabschnitte) bewerkstelligt werden, oder indem zwei (zu 7 orthogonale) Spannvektoren

ny —n,
der Ebene aus Gleichungen des Typs <n2> . ( ny ) = 0 gewonnen werden.
ng 0
Vernetzung:
- Ein systematisches Verfahren, lineare Gleichungssysteme auch hilfsmittelfrei in
einfachen Fallen zu 16sen, wurde bereits im Unterrichtsvorhaben GK-A2 eingefiihrt.
Um hier Méglichkeiten des weiteren Ubens und Wiederholens zu schaffen, kdnnen
DurchstoBpunkte alternativ mit Ebenen in Parameterform in einfachen Fallen
berechnet werden. Des Weiteren flihrt die Punktprobe bei Ebenen in Parameterform
auf ein 3x2-Gleichungssystem.

Vertiefung:
- Ein Normalenvektor kann mit einem MMS auch mithilfe des Vektorprodukts berechnet
werden.
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Unterrichtsvorhaben GK-7: Alles nur Zufall? — Grundlagen der

Wahrscheinlichkeitsrechnung (GK-S1)
(Zeitbedarf: ca. 12 Ustd.)

Inhaltsfeld: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Mehrstufige Zufallsexperimente: Baumdiagramme, Vierfeldertafeln, bedingte
Wabhrscheinlichkeiten, Pfadregeln

e Kenngrofien: Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung

o Diskrete ZufallsgroRen: Wahrscheinlichkeitsverteilungen, KenngréRen

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(1) planen und beurteilen statistische Erhebungen und nutzen dabei auch digitale
Mathematikwerkzeuge,

(2) untersuchen und beurteilen Stichproben mithilfe von Lage- und Streumalfen, und verwenden
das Summenzeichen,

(3) verwenden Simulationen zur Untersuchung stochastischer Situationen und nutzen dabei auch
digitale Mathematikwerkzeuge,

(5) bestimmen das Gegenereignis A, verkniipfen Ereignisse durch die Operationen
A\B, AnB, A UB und bestimmen die zugehérigen Wahrscheinlichkeiten,

(6) beschreiben mehrstufige Zufallsexperimente mit Hilfe von Baumdiagrammen und
Vierfeldertafeln und berechnen damit Wahrscheinlichkeiten,

(7) prufen Teilvorgange mehrstufiger Zufallsexperimente mithilfe von Vierfeldertafeln und
Baumdiagrammen auf stochastische Unabhéangigkeit,

(8) Idsen Problemstellungen im Kontext bedingter Wahrscheinlichkeiten,

(9) erlautern den Begriff der ZufallsgréRe an geeigneten Beispielen und bestimmen
Wabhrscheinlichkeitsverteilungen diskreter ZufallsgroRRen,

(10) bestimmen und deuten den Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung von
diskreten Zufallsgréien.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schiiler
Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,
Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,
Ope-(3) flihren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen
Verstandnisses durch,
Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der
Arbeit mit mathematischen Objekten,
Ope-(5) fiihren Darstellungswechsel sicher aus,
Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
- Ermitteln der Kennzahlen statistischer Daten und von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine
konkrete Fragestellung,
) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,
) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,
Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,
) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Losungen innerhalb des
mathematischen Modells,
Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,
Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,
Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative
Figur, Tabelle, experimentelle Verfahren),
Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge
zur Problemldsung aus,
Pro-(10) Uberpriifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund
der Fragestellung,
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Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Lésungswege und optimieren diese mit Blick auf
Schlissigkeit und Effizienz,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen
mathematikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen
Fachtexten und Unterrichtsbeitragen,

Kom-(3) erldutern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen
Zusammenhangen,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische
Darstellungsformen (graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-
sprachlich) aus.

Umsetzung:

Zur Beschreibung einer von den Schilerinnen und Schiilern selbststandig geplanten statistischen
Erhebung (z.B. GroRRe, Gewicht von Neugeborenen) wird das Grundverstandnis von Lage- und
Streumalen durch Rickgriff auf die Erfahrungen der Schiilerinnen und Schiiler mit Boxplots
reaktiviert. Zur Auswertung und graphischen Darstellung von statistischen Erhebungen wird ein
MMS verwendet. Uber eingéangige Beispiele von Stichproben mit gleichem arithmetischem Mittel,
aber unterschiedlicher Streuung, wird die Definition der Standardabweichung als Wurzel der
mittleren quadratischen Abweichung motiviert. Durch Vergleiche unterschiedlicher Stichproben wird
ein Gespdir fur die Auswirkung auf die Kenngrofen entwickelt. Dabei wird das Summenzeichen zur
Notation von arithmetischem Mittel und quadratischer Abweichung verwendet.

Anhand von Gliicksspielen und Zufallsexperimenten, die von den Lernenden selbst durchgefiihrt
werden, werden die grundlegenden Inhalte der Stochastik aus der Sl wiederholt, vertieft und die
Fachbegriffe gefestigt. Dabei werden zur Modellierung von Wirklichkeit auch Simulationen —
zumeist unter Verwendung eines MMS — geplant und durchgefiihrt (Gesetz der grofden Zahlen). Zur
Beschreibung von Ereignissen werden die Mengenschreibweisen eingefiihrt und angewendet.

Die aus der Sekundarstufe | bekannten Vierfeldertafeln und Baumdiagramme werden im Kontext
von zwei- und mehrstufigen Zufallsexperimenten zur Berechnung bedingter Wahrscheinlichkeiten
beim Vertauschen von Merkmal und Bedingung sowie zur Uberprifung von Teilvorgangen auf
stochastische Unabhangigkeit eingesetzt. Bei der Erfassung stochastischer Zusammenhange und
dem Umgang mit Mengenschreibweisen ist die Unterscheidung von Wahrscheinlichkeiten des Typs
P(A mB) von bedingten Wahrscheinlichkeiten Pa(B) — auch sprachlich — von besonderer

Bedeutung. Die Erarbeitung erfolgt im Rahmen von sinnstiftenden Kontexten, wie Zufallsantworten
bei sensitiven Fragen und Diagnosetests fir Krankheiten (z.B. Corona-Test).

Anhand verschiedener Gliicksspiele wird der Begriff der (diskreten) ZufallsgréRe und der
zugehorigen Wahrscheinlichkeitsverteilung (als Zuordnung von Wahrscheinlichkeiten zu den
moglichen Werten, die die Zufallsgrofe annimmt) zur Beschreibung von Zufallsexperimenten
eingefiihrt. Analog zur Betrachtung der KenngroRRen bei empirischen Haufigkeitsverteilungen
werden der Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung einer diskreten Zufallsgroe
definiert und im Sachkontext angewendet. Auch hierbei wird ein MMS zur Visualisierung von
Wabhrscheinlichkeitsverteilungen (Histogramme) und zur Entlastung des hilfsmittelfreien Rechnens
verwendet.

Hinweis:

- Bei der Auswahl der Kontexte fiir Modellierungen und Aufgabenstellungen sollten im
gesamten Unterrichtsvorhaben die Mdglichkeiten unterschiedlicher Lebensweisen,
Identitdten und Orientierungen sensibel berlcksichtigt werden. Das bedeutet
insbesondere, dass die Merkmale ,weiblich® und ,mannlich“ nicht als komplementar
betrachtet werden sollten, da es neben den Geschlechtern ,weiblich® und ,mannlich*
auch das Geschlecht ,divers” sowie die Moglichkeit gibt, den Geschlechtseintrag im
Personenstandsregister offenzulassen. Die Komplementarmenge von ,weiblich® sollte
daher ,nicht weiblich® sein.

Summe Grundkurs Q1: 80 Unterrichtsstunden
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VereinbarungsgemaR in Unterrichtsvorhaben verplant: 58
Unterrichtsstunden

Qualifikationsphase
Grundkurs Q2

Unterrichtsvorhaben GK-8: Treffer oder nicht? — VVom Urnenmodell zur

Binomialverteilung

(GK-S2)

(Zeitbedarf: ca. 5 Ustd.)
Inhaltsfeld: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Mehrstufige Zufallsexperimente: Urnenmodelle, Baumdiagramme, Pfadregeln

e Binomialverteilung: Histogramme

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(4) verwenden Urnenmodelle (Ziehen mit und ohne Zuriicklegen) zur Beschreibung von
Zufallsprozessen und zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten,

(6) beschreiben mehrstufige Zufallsexperimente mit Hilfe von Baumdiagrammen und
Vierfeldertafeln und berechnen damit Wahrscheinlichkeiten,

(11) begriinden, dass bestimmte Zufallsexperimente durch binomialverteilte ZufallsgréRen
beschrieben werden kénnen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schiiler

Ope-(1)

wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(10) recherchieren Informationen und Daten aus Medienangeboten (Printmedien, Internet und

Formelsammlungen) und reflektieren diese kritisch,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren

Mod-(3)
Mod-(4)
Mod-(5)
Mod-(6)

Mod-(7)
Mod-(8)

Pro-(4)
Pro-(6)

Pro-(9)

Pro-(10)

sowie zum Erkunden,

Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des
mathematischen Modells,

beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

reflektieren die Abhangigkeit der Lésungen von den getroffenen Annahmen,

benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl.
der Angemessenheit,

erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge
zur Problemldsung aus,

entwickeln Ideen fur mégliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung eines
Problems und filhren Losungsplane zielgerichtet aus,

Uberprifen die Plausibilitat von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund
der Fragestellung,
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Arg-(5) begriinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie
sachlogische Argumente,

Kom-(3) erldutern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen
Zusammenhangen,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene
Ldsungswege,

Kom-(11) greifen Beitrdge auf und entwickeln sie weiter.

Umsetzung:

Urnenmodelle werden zunachst verwendet, um grundlegende Zahlprinzipien wie das Ziehen
mit/ohne Zurlicklegen mit/ohne Berlicksichtigung der Reihenfolge zu thematisieren, und zur
Berechnung von Wahrscheinlichkeiten genutzt. Durch die Fokussierung auf lediglich zwei mégliche
Ergebnisse (,Erfolg” oder ,Misserfolg“) wird der Begriff des Bernoulli-Experiments eingefihrt. Durch
einen Vergleich mit dem Ziehen aus einer Urne ohne Zurlcklegen wird geklart, dass die
Anwendung des Modells Bernoullikette jeweils eine bestimmte Realsituation voraussetzt, d.h. dass
die Treffer von Stufe zu Stufe unabhangig voneinander mit konstanter Wahrscheinlichkeit erfolgen.

Der Schwerpunkt bei der Betrachtung von Binomialverteilungen soll auf der Modellierung
stochastischer Situationen liegen. Dabei werden zunachst Bernoulliketten in realen Kontexten oder
in Spielsituationen betrachtet. Das Vorliegen einer Bernoullikette soll dabei explizit begriindet
werden und in einzelnen Fallen einer Modellkritik unterzogen werden. Zur formalen Herleitung der
Binomialverteilung und des Binomialkoeffizienten bieten sich das Galtonbrett bzw. seine Simulation
sowie die Betrachtung von Multiple-Choice-Tests an. Zur Visualisierung von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden Histogramme genutzt.

Die anschlieBende Vertiefung erfolgt in unterschiedlichen Sachkontexten, deren Bearbeitung auf
Zeitungsartikeln basieren kann. Auch Beispiele der Modellumkehrung werden betrachtet (,Von der
Verteilung zur Realsituation®). Die Werte der Binomialverteilung, insbesondere der kumulierten
Binomialverteilung, werden in der Regel mithilfe eines MMS berechnet. Hilfsmittelfreie Zugange
sind jedoch in Einzelfallen unter anderem durch Betrachtung von Komplementarereignissen
moglich.

Vernetzung:
- Das Summenzeichen wird als Schreibweise bei den kumulierten Wahrscheinlichkeiten

einer Binomialverteilung wieder aufgegriffen.

Unterrichtsvorhaben GK-9: Anderungen und Auswirkungen — Untersuchung

charakteristischer Gré3en von Binomialverteilungen (GK-S3)
(Zeitbedarf: ca. 8 Ustd.)

Inhaltsfeld: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Kenngrofien: Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung

¢ Binomialverteilung: Kenngréf3en, Histogramme

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(10) bestimmen und deuten den Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung von
diskreten Zufallsgréf3en,

(12) erklaren die Binomialverteilung und beschreiben den Einfluss der Parameter n und p auf die
Binomialverteilung, ihre KenngréRen und die graphische Darstellung,

(13) nutzen die Binomialverteilung und ihre Kenngré3en zur Beschreibung von
Zufallsexperimenten und zur Lésung von Problemstellungen,

(14) interpretieren die bei einer Stichprobe erhobene relative Haufigkeit als Schatzung einer
zugrundeliegenden unbekannten Wahrscheinlichkeit.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schiiler
Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der
Arbeit mit mathematischen Objekten,
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Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
- Ermitteln der Kennzahlen statistischer Daten und von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
- Variieren der Parameter von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
- Berechnen von Wahrscheinlichkeiten bei binomialverteilten und im Leistungskurs auch

normalverteilten ZufallsgroRen,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen Uber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und
digitaler Mathematikwerkzeuge und wahlen diese begrundet aus,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des
mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhangigkeit der Losungen von den getroffenen Annahmen,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl.
der Angemessenheit,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und
Uberschlagen, systematisches Probieren oder AusschlieRen, Darstellungswechsel,
Zerlegen und Erganzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zuriickfihren auf
Bekanntes, Zerlegen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und
Rickwartsarbeiten, Spezialisieren und Verallgemeinern),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge
zur Problemlésung aus,

Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung eines
Problems und filhren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(10) Uberpriifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund
der Fragestellung,

Arg-(5) begriinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie
sachlogische Argumente,

Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verknlpfung von einzelnen
Argumenten,

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Losungswege und Verfahren,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen,

Kom-(12) nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen
begriindet und konstruktiv Stellung.

Umsetzung:

Eine Visualisierung der Binomialverteilung sowie des Einflusses von Stichprobenumfang n und
Trefferwahrscheinlichkeit p erfolgt durch die graphische Darstellung der Verteilung als Histogramm
unter Nutzung eines MMS. Anhand derartiger Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden der
Erwartungswert und die Standardabweichung einer Binomialverteilung hergeleitet. Eine Méglichkeit
zur Herleitung der Standardabweichung ist, mithilfe eines MMS bei festem n und p fiir jedes k die
quadratische Abweichung vom Erwartungswert mit der zugehoérigen Wahrscheinlichkeit zu
multiplizieren. Die Varianz als Summe dieser Werte wird zusammen mit dem Erwartungswert in
einer weiteren Tabelle notiert. Durch systematisches Variieren von n und p entdecken die

Lernenden die funktionale Abhangigkeit der Varianz von diesen Parametern und die Formel
2

o“=n-p-(1-p)-

In verschiedenen Anwendungszusammenhangen werden sodann Problemstellungen mit
binomialverteilten ZufallsgréRen untersucht, die jeweils eine Berechnung der Parameter k, p oder n
verlangen. Mit dem Erwartungswert Iasst sich auch der Begriff eines ,fairen” Spiels aufgreifen.
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Die bei einer Stichprobe erhobene relative Haufigkeit wird bewusst als Schatzung einer
zugrundeliegenden unbekannten Wahrscheinlichkeit interpretiert. Die Genauigkeit dieser Schatzung
steigt mit dem Stichprobenumfang.

Vertiefung:
- In einem Sachkontext wird das Konzept der 6-Umgebungen exemplarisch behandelt.
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Unterrichtsvorhaben GK-10: Von Wachstumsprozessen zur natiirlichen

Exponentialfunktion (GK-A5)
(Zeitbedarf: ca. 8 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Funktionen: Exponentialfunktionen

e Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich,
Nullstellen, Symmetrie, Verhalten fiir x—+

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler
(2) nutzen die Eigenschaften von Exponentialfunktionen sowie der Transformationen dieser
Funktionen zur Beantwortung von Fragestellungen,

(9) beschreiben die Eigenschaften von Exponentialfunktionen der Form a* und erlautern die

Besonderheit der natiirlichen Exponentialfunktion (f' =),
(10) verwenden Exponentialfunktionen zur Beschreibung von begrenzten und unbegrenzten
Wachstums- und Zerfallsvorgangen und beurteilen die Qualitat der Modellierung.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler
Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der
Arbeit mit mathematischen Objekten,
Ope-(5) flihren Darstellungswechsel sicher aus,
Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von
Problemstellungen,
Ope-(10) recherchieren Informationen und Daten aus Medienangeboten (Printmedien, Internet und
Formelsammlungen) und reflektieren diese kritisch,
Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,
Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
— zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,
— Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,
— Ermitteln eines Funktionsterms der Ableitung einer Funktion auch abhangig von
Parametern,
Ope-(14) reflektieren die Mdglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,
Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine
konkrete Fragestellung,
) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,
) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,
Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,
) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,
Mod-(7) reflektieren die Abhangigkeit der Losungen von den getroffenen Annahmen,
Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl.
der Angemessenheit,
Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,
Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,
Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und
Uberschlagen, systematisches Probieren oder AusschlieBen, Darstellungswechsel,
Zerlegen und Erganzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zuriickfiihren auf
Bekanntes, Zerlegen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und
Ruckwartsarbeiten, Spezialisieren und Verallgemeinern),
Pro-(8) beriicksichtigen einschrankende Bedingungen,
Pro-(10) Gberprifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund
der Fragestellung,
Pro-(14) variieren und verallgemeinern Fragestellungen vor dem Hintergrund einer Lésung,
Arg-(1) stellen Fragen, die fiir die Mathematik charakteristisch sind, und stellen begriindete
Vermutungen Uber die Existenz und Art von Zusammenhangen auf,
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Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen
mathematikhaltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen
Fachtexten und Unterrichtsbeitragen,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen,

Kom-(14)vergleichen und beurteilen mathematikhaltige Informationen und Darstellungen in
Alltagsmedien unter mathematischen Gesichtspunkten,

Kom-(15)flhren Diskussionsbeitrage zu einem Fazit zusammen.

Umsetzung:
In anwendungsbezogenen Kontexten (Wachstum und Zerfall) soll an die in der Sekundarstufe |

erworbenen Kompetenzen zu allgemeinen Exponentialfunktionen der Form x — a - q* angeknipft

werden. Dabei unterstiitzt ein MMS die Klarung der Bedeutung der Parameter der a und q der
allgemeinen Exponentialfunktion sowie die Beschreibung der Veranderungen durch
Transformationen. Die Frage nach der Ableitung an einer Stelle fihrt zu einer wiederholenden
Betrachtung des Ubergangs von der durchschnittlichen zur momentanen Anderungsrate. Mit einem
MMS entdecken die Lernenden die Proportionalitit der Anderungsrate zum Bestand.

Anschlieflend wird die Basis variiert. Dabei ergibt sich fur die Eulersche Zahl als Basis der
Proportionalitatsfaktor eins bzw. die Ubereinstimmung von Funktion und Ableitungsfunktion. Mithilfe
des natirlichen Logarithmus kénnen nun allgemeine Exponentialfunktionen in der Form

X > a-enax geschrieben und als Transformation (Streckung) der natirlichen Exponentialfunktion
identifiziert werden.

Als Anwendung werden Wachstumsprozesse auch mit natiirlichen Exponentialfunktionen
beschrieben. Weiterflihrend werden auch begrenzte Wachstumsprozesse betrachtet.

Der Vergleich unterschiedlicher Modellierungen (linear, quadratisch, exponentiell und begrenzt)
fuhrt zu einer kritischen Auseinandersetzung mit der Modellbildung. Die zugrundeliegenden
Annahmen und Grenzen der Modelle sind der Ausgangspunkt, um Verbesserungen der
Modellierung zum Beispiel durch abschnittsweise Kombination verschiedener Wachstumsmodelle
herbeizufiihren.

Materialhinweis:
- Material ,Meeresspiegelanstieg Il — Modellierung mit Exponentialfunktionen® im

Lehrplannavigator
(https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-
oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html)

Unterrichtsvorhaben GK-11: Zusammengesetzte Funktionen und

Ableitungsregeln (GK-A6)
(Zeitbedarf: ca. 5 Ustd).

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen

e Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich,
Nullstellen, Symmetrie, Verhalten fiir x — *o0
e FortfUhrung der Differentialrechnung: Produktregel

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(2) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen sowie der
Transformationen dieser Funktionen zur Beantwortung von Fragestellungen,

(5) bilden ohne Hilfsmittel die Ableitungen von ganzrationalen Funktionen, der natirlichen
Exponentialfunktion und wenden die Produkiregel an,

(6) wenden die Kettenregel auf Verkniipfungen der natirlichen Exponentialfunktion mit linearen
Funktionen an,

(8) nutzen in einfachen Fallen zusammengesetzte Funktionen (Summe, Produkt, Verkettung) zur
Beschreibung quantifizierbarer Zusammenhange.



https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html
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Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der
Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(6) flihren verschiedene Lésungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten
diese,

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese
situationsgerecht aus,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und
Uberschlagen, systematisches Probieren oder AusschlieBen, Darstellungswechsel,
Zerlegen und Erganzen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zuriickfihren auf
Bekanntes, Zerlegen in Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und
Ruckwartsarbeiten, Spezialisieren und Verallgemeinern),

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein,

Arg-(2) unterstiitzen Vermutungen durch geeignete Beispiele,

Arg-(3) prazisieren Vermutungen mithilfe von Fachbegriffen und unter Berticksichtigung der
logischen Struktur,

Arg-(7) nutzen verschiedene Argumentationsstrategien (Gegenbeispiel, direktes Schlussfolgern,
Widerspruch),

Arg-(8) verwenden in ihren Begriindungen vermehrt logische Strukturen (notwendige und
hinreichende Bedingung, Folgerung, Aquivalenz, Und- sowie Oder- Verknlipfungen,
Negation, All- und Existenzaussagen),

Arg-(9) erklaren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

Arg-(10) beurteilen, ob vorliegende Argumentationsketten vollstéandig und fehlerfrei sind,

Arg-(11) erganzen lickenhafte und korrigieren fehlerhafte Argumentationsketten,

Arg-(12) beurteilen Argumentationsketten hinsichtlich ihres Geltungsbereichs und ihrer
Ubertragbarkeit,

Kom-(4) erfassen und erlautern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut
sind,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene
Ldsungswege,

Kom-(11)greifen Beitrdge auf und entwickeln sie weiter,

Kom-(15)fihren Diskussionsbeitréage zu einem Fazit zusammen.

Umsetzung:

In diesem Unterrichtsvorhaben werden die noch fehlenden Ableitungsregeln (Produktregel und
Spezialfall der Kettenregel fiir Verknipfungen von Exponentialfunktionen mit linearen Funktionen)
hergeleitet. Dazu kdnnen zunachst Vermutungen fiir die Ableitungen von Produkten von
ganzrationalen Funktionen aufgestellt und durch Ausmultiplizieren und Anwenden der bereits
bekannten Ableitungsregeln Uberpriift werden. Vorgelegte Argumentationsketten werden erlautert,
beurteilt und fiir den Beweis der Produktregel genutzt. Die Kettenregel fiir Exponentialfunktionen
mit linearen Funktionen im Exponenten kann graphisch mithilfe der bekannten Zusammenhange
beim Transformieren von Funktionsgraphen entdeckt werden.

Mithilfe der neu gewonnen Ableitungsregeln werden schlieBlich in einfachen Fallen
zusammengesetzte Funktionen betrachtet und in unterschiedlichen innermathematischen und
anwendungsbezogenen Aufgaben verwendet. Dabei ist es mithilfe eines MMS oder mithilfe von
vorgegebenen Ableitungen auch moglich, weitere Verkettungen von ganzrationalen Funktionen mit
Exponentialfunktionen zu betrachten. Vorgelegte Stammfunktionen werden nachgewiesen und
verwendet. Neben rechnerischen Zugangen werden aulerdem Eigenschaften von Funktionen als
Argumente zur Losung von Aufgaben verwendet.
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Unterrichtsvorhaben GK-12: Modellieren mit zusammengesetzten Funktionen
(GK-A7)
(Zeitbedarf: ca. 8 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen

e Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich,
Nullstellen, Symmetrie, Verhalten fiir x—+

e FortfUhrung der Differentialrechnung: Produktregel, Extremwertprobleme

e Integralrechnung: orientierte Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion, Stammfunktion,
bestimmtes Integral, Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Kompetenzerwartungen:

(2) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, der
Sinusfunktion, der Kosinusfunktion, der Potenzfunktionen vx und 1 sowie der
Transformationen dieser Funktionen zur Beantwortung von Fragestellungen,

(5) bilden ohne Hilfsmittel die Ableitungen von ganzrationalen Funktionen, der natirlichen
Exponentialfunktion, der Sinus- und der Kosinusfunktion sowie der Potenzfunktionen +/x und 2
und wenden die Produktregel an,

(7) untersuchen Funktionen auch in Abhangigkeit von Parametern mithilfe von vorgegebenen und
mit dem MMS ermittelten Ableitungen im Kontext der Fragestellung,

(8) nutzen in einfachen Fallen zusammengesetzte Funktionen (Summe, Produkt, Verkettung) zur
Beschreibung quantifizierbarer Zusammenhange,

(19) ermitteln Flacheninhalte mithilfe von bestimmten Integralen,

(20) I6sen innermathematische und anwendungsbezogene Problemstellungen mithilfe von
ganzrationalen Funktionen, der natiirlichen Exponentialfunktion und daraus
zusammengesetzten Funktionen.

Prozessbezogene Kompetenzen:

Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,

Ope-(3) flihren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses
durch,

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese
situationsgerecht aus,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von
Problemstellungen,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
— Ldsen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhéngig von Parametern,
— Zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,
— Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,
— Ermitteln eines Funktionsterms der Ableitung einer Funktion auch abhangig von

Parametern,

— Ermitteln bestimmter und unbestimmter Integrale auch abhangig von Parametern,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen ber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und
digitaler Mathematikwerkzeuge und wahlen diese begrindet aus,

Ope-(14) reflektieren die Mdglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des
mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Lésungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl.
der Angemessenheit,

Pro-(1) stellen Fragen zu zunehmend komplexen Problemsituationen,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge
zur Problemlésung aus,
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Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung eines
Problems und fiihren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(11) analysieren und reflektieren Ursachen von Fehlern,

Pro-(13) benennen zugrundeliegende heuristische Strategien und Prinzipien und Ubertragen diese
begriindet auf andere Problemstellungen,

Arg-(5) begriinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie
sachlogische Argumente,

Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verkniipfung von einzelnen
Argumenten,

Arg-(11) erganzen liickenhafte und korrigieren fehlerhafte Argumentationsketten,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische
Darstellungsformen (graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-
sprachlich) aus,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen,

Kom-(9) dokumentieren und prasentieren Arbeitsschritte, L6sungswege und Argumentationen
vollstandig und koharent,

Kom-(10)konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte.

Umsetzung:

Im letzten Unterrichtsvorhaben zur Analysis werden die Erkenntnisse aus den vorangegangenen
Unterrichtsvorhaben gebiindelt und an komplexeren Situationen sowohl bei innermathematischen
Problemstellungen als auch bei Aufgaben mit Anwendungsbezug getibt und vertieft.

Anschlielend werden Prozesse, bei denen das Wachstum erst zu- und dann wieder abnimmt
(Medikamentenkonzentration, Fieber, Pflanzenwuchs...), in den Blick genommen und mithilfe von
Produkten und Verkettungen von Funktionen modelliert. Dabei ergeben sich Fragen, bei denen aus
der Wachstumsgeschwindigkeit auf den Gesamtbestand bzw. -effekt geschlossen wird. Integrale
von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen und daraus zusammengesetzten Funktionen
kénnen in diesem Unterrichtsvorhaben mit einem MMS oder mithilfe vorgegebener
Stammfunktionen berechnet werden.

In diesem Unterrichtsvorhaben werden auch periodische Prozesse (z.B. Sonnenscheindauer,
akustische Signale) untersucht, bei denen Sinus- und Kosinusfunktionen abgeleitet und mit anderen
Funktionen verkniipft werden.

Unterrichtsvorhaben GK-13: Untersuchungen an geometrischen Kérpern (GK-

G3)
(Zeitbedarf: ca. 7 Ustd.)

Inhaltsfelder: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Ebenen: Parameterform, Koordinatenform, Normalenvektor
e Schnittwinkel: Geraden, Geraden und Ebenen, Ebenen
e Schnittpunkte: Geraden und Ebenen

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(1) deuten das Skalarprodukt geometrisch (Orthogonalitat, Betrag, Winkel zwischen Vektoren)
und berechnen es,

(2) stellen Ebenen in Parameterform und in Koordinatenform dar,

(3) verwenden Koordinatenformen von Ebenen zur Orientierung im Raum (Punktprobe,
Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, Normalenvektor),

(5) berechnen die GrofRe des Schnittwinkels zwischen zwei sich schneidenden Objekten,

(6) nutzen Symmetriebetrachtungen in geometrischen Objekten zur Losung von
Problemstellungen und spiegeln Punkte an Ebenen in einfachen Fallen,

(9) untersuchen geometrische Objekte oder Situationen in innermathematischen und
anwendungsbezogenen Problemstellungen und deuten die Ergebnisse.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schilerinnen und Schiiler
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Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese
situationsgerecht aus,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von
Problemstellungen,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren
sowie zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematik-System (MMS) zum...
— Ldsen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhangig von Parametern,
— Darstellen von geometrischen Situationen im Raum,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen Uber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und
digitaler Mathematikwerkzeuge und wahlen diese begrindet aus,

Mod-(3) (bersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des
mathematischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Lésungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als
Antwort auf die Fragestellung,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,

Pro-(3) wabhlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative
Figur, Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge
zur Problemldsung aus,

Pro-(8) beriicksichtigen einschrankende Bedingungen,

Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung eines
Problems und fiihren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(10) Gberprifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund
der Fragestellung,

Arg-(5) begriinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie
sachlogische Argumente,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene
Ldsungswege,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische
Darstellungsformen (graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-
sprachlich) aus,

Kom-(9) dokumentieren und prasentieren Arbeitsschritte, L6sungswege und Argumentationen
vollstandig und koharent,

Kom-(10)konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte,

Kom-(13)vergleichen und beurteilen ausgearbeitete Lésungen unter mathematischen
Gesichtspunkten hinsichtlich ihrer Verstandlichkeit und fachsprachlichen Qualitat.

Umsetzung:

Geometrische Korper wie u.a. Tetraeder, Pyramiden, Wirfel, Prismen und Oktaeder bieten
vielfaltige Anlasse fiir offen angelegte geometrische Untersuchungen, kénnen auf reale Objekte
bezogen oder auch zur Gestaltung von virtuellen Landschaften benutzt werden. Schattenwirfe
geometrischer Korper in Parallelprojektion (Sonnenlicht) oder Zentralprojektion (Lichtquelle) auf
eine Ebene, insbesondere die Grundebenen, werden berechnet. Der Einsatz eines MMS bietet hier
zusatzliche Moglichkeiten der Variation und der Visualisierung.

Symmetriebetrachtungen (z.B. beim Ubergang zur Doppelpyramide / zum Oktaeder) werfen die
Frage auf, wie sich Spiegelungen an Ebenen durchfiihren lassen. In einfachen Fallen, in denen der
Normalenvektor in Richtung einer Koordinatenachse weist, werden die Koordinaten eines an der
Ebene gespiegelten Punktes ermittelt. Der Nachweis der Symmetrie zu einer gegebenen Ebene
wird durch einen Vergleich des Normalenvektors mit dem Verbindungsvektor zwischen Punkt und
Spiegelpunkt gefiihrt, wobei zusatzlich eine Punktprobe nétig ist, um zu zeigen, dass der
Mittelpunkt in der Ebene liegt.

Winkel lassen sich zwischen den Kanten und Flachen eines Kdrpers bestimmen. Speziell die
Bdschungswinkel an einer Pyramide motivieren die Frage nach dem Schnittwinkel zwischen zwei
Ebenen.

Vernetzung:
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- Inhaltlich nimmt die Parallelprojektion die Behandlung von Schragbildern aus dem
Unterrichtsvorhaben E-G1 wieder auf.

Vertiefung:
- Die Bestimmung von Winkeln zwischen Geraden und Ebenen oder zwei Ebenen Iasst

Rickschlisse auf ihre Lagebeziehung =zu. Dadurch Iasst sich ein im
Unterrichtsvorhaben E-G2 begonnenes Thema ausbauen.

Summe Grundkurs Q2: 60 Unterrichtsstunden

VereinbarungsgemaR in Unterrichtsvorhaben verplant: 41
Unterrichtsstunden




